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§ 1. Le contexte
Ravivant une ide´e de A. Durand [7], divers auteurs, D. Roy et M. Waldschmidt [24],
[25], M. Waldschmidt [26], [27], [28], M.Laurent [11], [12], M. Laurent et D. Roy [14],
[15] et l’auteur [20], [21], chap. 4, ont montre´ que les mesures d’approximation par
les nombres alge´briques sont susceptibles de fournir des re´sultats d’inde´pendance
alge´brique, pourvu qu’on sache de´terminer la qualite´ d’approximation ✭✭ ge´ne´rique ✮✮
d’un uplet de nombres.
En effet, on peut munir l’ensemble des sous-corps du corps des nombres complexes
C alge´briquement clos, de degre´s de transcendance finis, d’une distance pour laquelle
tout corps de degre´ de transcendance ≤ t devrait conjecturalement eˆtre a` distance
≤ tt+1 du corps des nombres alge´briques. D’un autre coˆte´, une de´monstration de
transcendance effective fournit une mesure d’approximation par les nombres alge´briques,
c’est-a`-dire une minoration de la distance du corps de degre´ de transcendance fini t
e´tudie´ au corps des nombres alge´briques, et la comparaison avec la majoration de la








5 , . . .
Il est remarquable que cette approche de l’inde´pendance alge´brique repose sur les meˆmes
principes que celle via les crite`res pour l’inde´pendance alge´brique et devrait donc en
offrir une alternative beaucoup plus maniable, car de´gage´e des hypothe`ses les plus
contraignantes de ces crite`res.
Essentiellement deux types de conjectures ont e´te´ formule´es pour l’approxima-
tion par les nombres alge´briques. Partant de la dimension 1 (cf. [24]) et se rattachant
a` un re´sultat de E. Wirsing [32], D. Roy et M. Waldschmidt demandent dans [25],
conjecture 1.7, que tout t-uplet de nombres complexes puisse eˆtre approche´ par une
infinite´ de t-uplets de nombres alge´briques de degre´ et hauteur logarithmique absolue
borne´s a` l’avance et avec un ordre d’approximation e´gal au produit de la borne impose´e
a` la hauteur par la puissance 1 + 1/t de celle impose´e au degre´.
Cette conjecture, trop optimiste, est infirme´e par D. Roy dans [23] pour faire place
a` une autre aussi formule´e par M. Laurent [11], [12] et M. Waldschmidt [29], [30], qui,
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elle, s’apparente a` des travaux de G.V. Chudnovsky [5], chapitre 4. La diffe´rence avec [25]
re´side dans le fait qu’on y demande un controˆle de la hauteur du t-uplet de nombres
alge´briques relative a` son corps de de´finition, plutoˆt que de la hauteur absolue.
D’un autre point de vue, nous avons formule´ dans [20] des conjectures d’approxi-
mation plus souple quant au controˆle de l’approximation, que nous avons e´tablies en
petite dimension ou codimension dans [22]. Notre approche consiste a` remarquer que la
descente dans la de´monstration des crite`res pour l’inde´pendance alge´brique (cf. l’auteur
[19], [21], chap. 8, E.M. Jabbouri [9], C. Jadot [10]) peut eˆtre effectue´e a` l’aide de formes
auxiliaires construites a` cette unique fin, plutoˆt que de´rivant d’une fonction auxiliaire
e´ventuellement transcendante spe´cifique a` un certain contexte.
Donnons un exemple du type de re´sultat souhaite´. On de´signe par h(·) la hauteur
projective sur Pn(Q) et Dist la distance projective sur Pn(C) (cf. [22] pour ces
notations et [20], proble`mes 7a et 10a, pour l’e´nonce´ de la conjecture).
Conjecture – Il existe un re´el cn ≥ 1 tel que pour tout x ∈ Pn(C) et tous H , D
re´els assez grands il existe un cycle Z ⊂ Pn(Q) de dimension 0 et de´fini sur Q ,
satisfaisant deg(Z) ≤ Dn , h(Z) ≤ (H +D)Dn−1 et
∑
α∈Z
logDist(x, α) ≤ −c−1n (h(Z)D + deg(Z)H) .
Le cas de dimension 1 (approximation d’un nombre complexe ou d’un point
sur une courbe alge´brique) est bien e´tudie´ et les re´sultats obtenus, avec une large
palette de controˆle des degre´s et hauteurs, offrent de bonnes qualite´s nume´riques
(voir Y. Bugeaud [1], [2], G. Diaz [6], M. Laurent [13], M. Laurent et D. Roy [14], D. Roy
et M. Waldschmidt [24] et E. Wirsing [32]). Toutefois, la versatilite´ des approximations
en dimension 1 ne se propage pas en dimension supe´rieure ou` des varie´te´s de dimension
> 0 peuvent passer tre`s pre`s d’un point sans qu’aucun de ses points alge´briques de
hauteur ✭✭ ge´ne´rique ✮✮ ne soit aussi proche de ce meˆme point. C’est la`, du reste, la source
des ✭✭ hypothe`ses techniques ✮✮ qui fleurissent dans certains re´sultats d’inde´pendance
alge´brique de plus de deux valeurs de la fonction exponentielle, par exemple.
En dimension > 1 , nous avons de´montre´ dans [22], les conjecture de [20] en nous
limitant a` la dimension ≤ 3 ou a` la codimension ≤ 3 selon les types d’e´nonce´s.
D’un autre coˆte´, M. Laurent et D. Roy [16] ont e´labore´ en dimension supe´rieure
un crite`re pour l’inde´pendance alge´brique avec multiplicite´ [15], ils en de´duisent un
re´sultat d’approximation en codimension 1 . Pour les applications de ces e´nonce´s, on
renvoie a` notre texte [20] et on peut citer M. Waldschmidt [31], chap. 15, ou` il est
explique´ comment la conjecture 15.31 de cette re´fe´rence (a` laquelle devrait pouvoir eˆtre
substitue´e la conjecture ci-dessus) se combine a` une autre conjecture 14.25 de mesure
d’approximation simultane´e de logarithmes de nombres alge´briques, pour de´montrer
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l’inde´pendance alge´brique de logarithmes de nombres alge´briques line´airement inde´pen-
dants sur Q .
Notre propos est ici autre, il s’agit de de´montrer l’analogue fonctionnel des
proble`mes 7a et 10a que nous avons formule´s dans [20] et de montrer en toutes
dimensions les analogues fonctionnels des e´nonce´s que nous avons e´tablis dans [22]
(voir the´ore`mes 1 et 7 des paragraphes 2 et 5 respectivement). Comme corollaire on
e´tablit un lemme de transfert entre mesures d’approximation et mesures d’inde´pendance
alge´brique (voir corollaire 4), analogue a` celui de [22]. Nous de´montrons e´galement au
paragraphe 6 des versions multi-projectives du the´ore`me 1 et du lemme de transfert, qui
donnent une meilleure ide´e du paralle´lisme avec le cas arithme´tique, voir the´ore`me 10
et corollaire 11. Ces derniers e´nonce´s trouvent une application directe dans l’e´tude des
lemmes de multiplicite´ tels que de´veloppe´s par E.Zorin [33], par exemple.
Ce travail se base uniquement sur les outils de´veloppe´s dans [22], qui de´coulent de
la minoration de fonction de Hilbert ge´ome´trique de M. Chardin et l’auteur [4] et de la
majoration de cette meˆme fonction par M. Chardin [3]. Le seul obstacle existant pour
de´montrer en dimension > 3 les versions arithme´tiques des re´sultats e´tablis ici (i.e. la
conjecture e´nonce´e plus haut), est l’obtention d’une minoration effective de la fonction
de Hilbert arithme´tique d’une varie´te´ projective de´finie sur Q , paralle`le aux re´sultats
de [4] sur les fonctions de Hilbert ge´ome´triques.
§ 2. Notations et re´sultats
Soit n ∈ N∗ , k un corps commutatif, alge´briquement clos, z une variable sur
k , C := k((z)) et C une cloˆture alge´brique de C . On note Pn l’espace projectif
de dimension n , d(X) le degre´ d’une sous-varie´te´ projective X de Pn(k) et cn :=
4n
2+n+1n! . Pour φ ∈ Pn(C) et X une sous-varie´te´ projective de Pn(k) on note
†
Ordφ(X) la valuation de X en φ , de´duite de la valuation z-adique de C via la forme
de Chow fX de X (i.e. Ordφ(X) := ordz(dφ(fX)) − (dim(X) + 1) deg(X) ordz(φ) ,
ou` ordz(φ) := min0≤i≤n ordz φi ).
Remarque – On ve´rifie que la seule varie´te´ Z de dimension 0 qui satisfait Ordφ(Z) > 0
est le point {φ(0)} , pour laquelle on a en fait Ordφ(Z) = Ordz(φ ∧ φ(0)) .
Pour α, β ∈ Pn(C) on note
Ordz(α ∧ β) := min
0≤i<j≤n
ordz(αiβj − αjβi)− ordz(α)− ordz(β) ,
qui mesure (le logarithme de l’inverse de) la ✭✭ distance projective ✮✮ induite par la
valuation z-adique de C , entre les points α et β .
† Voir aussi le § 6 pour plus de de´tails sur ces notations dans le cas multiprojectif.
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Si α ∈ Pn(k(z)) et α1, . . . , αD de´signent ses conjugue´s sur k(z) , on de´finit la













ou` on a pose´ zu = z − υ si u = (1 : υ) et zu = 1/z si u = (0 : 1) et
U0, . . . , Un de´signent des variables inde´pendantes sur k(z) . On notera que la forme∏D
i=1
∑n
j=0 Ujαi,j appartient a` k(z)[U0, . . . , Un] , est de degre´ D et son ordre relatif
a` chaque parame`tre zu est le minimum des ordres de ses coefficients.
On pose les de´finitions suivantes :
De´finition – Soit δ ∈N∗ et X ⊂ Pn(k) une varie´te´ projective, on dira qu’une sous-
varie´te´ de X est incomple`tement de´finie sur k dans X par des formes de degre´s ≤ δ
si et seulement si elle est composante isole´e de l’intersection de X et d’hypersurfaces
de Pn(k) de degre´s ≤ δ .
Voici dans ce contexte notre re´sultat principal. On en donne une version multipro-
jective au paragraphe 6.
The´ore`me 1 – Soit φ ∈ Pn(C) , 1 ≤ d ≤ n et δ ≥ 2(n+1) un entier, alors si X0 est




d0 , il existe une varie´te´ X de dimension d , contenue dans
X0 , telle que deg(X) ≤ deg(X0)δ




Comme application nous produisons des cycles de points de´finis sur k(z) et
approchant tre`s bien φ .
Corollaire 2 – Sous les hypothe`ses du the´ore`me 1 avec d = 1 , si φ0 6= 0 et
φ1
φ0
∈ k(z) \ k il existe un cycle Z ⊂ X0(k(z)) de dimension 0 et de´fini sur k(z) ,
tel que h(Z) ≤ h(φ0 : φ1) deg(X0)δ












En particulier, si X0 est de codimension 1 le corollaire 2 permet d’e´tablir :
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Lemme de transfert – Soit b ≥ 2n−1 , µ ≥ n ≥ 2 et φ ∈ Pn(C) tel que φ0 6= 0 et
φ1
φ0
∈ k(z) \k , si une forme P ∈ k[x0, . . . , xn] , non nulle, satisfait d
◦P ≥ 2(n+1) et
ordz(P ◦ φ)− d
◦P. ordz(φ) > bd
◦Pµ ,
alors il existe un cycle Z ⊂ Pn(k(z)) de dimension 0 et de´fini sur k(z) , contenu










































§ 3. La machinerie
Le premier lemme, repris de [22], est la clef de la de´monstration du the´ore`me 1.
Pour Y ⊂ Pn(k) un ensemble alge´brique de´fini sur k , on note Hg(Y ; δ) la valeur en
δ de la fonction de Hilbert (ge´ome´trique) de Y , i.e. la dimension sur k de l’espace
des formes a` coefficients dans k en x0, . . . , xn de degre´ δ modulo l’ide´al des formes
s’annulant sur Y .
Lemme 3 – Soit δ ∈N∗ et Y ⊂ Pn(k) une varie´te´ projective incomple`tement de´finie









< Hg(Y ; δ
′) ≤ deg(Y )δ′
dim(Y )
+ 1 .
De´monstration – Cela re´sulte des the´ore`me 5 et corollaire 6 de [22] et de la valeur fixe´e
de cn = 4
n2+n+1n! , la majoration est due a` M. Chardin [3]. On notera que Y est
incomple`tement de´finie par des formes de degre´ ≤ δ , son ide´al de de´finition I ⊂ k[x]
contient une suite q1, . . . , qcodim(Y ) de formes de degre´ ≤ δ , re´gulie`re dans l’anneau
localise´ k[x]I .
Proposition 4 – Soit c ≥ 1 un re´el, 1 ≤ d < n un entier, δ ∈ N∗ et Y ⊂ Pn(k)
une varie´te´ projective contenant une sous-varie´te´ Z de dimension > d maximale
satisfaisant Ordφ(Z) > c
−1 deg(Z)δdim(Z) .
Alors, si Hg(Y ; δ) > 2c
−1 deg(Y )δdim(Y ) il existe une sous-varie´te´ Z ′ ⊂ Y de
dimension ≥ d telle que Hg(Z




′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) .
5
Approximations fonctionnelles des courbes des espaces projectifs
De´monstration – Si Hg(Z; δ) = Hg(Y ; δ) , on construit une hypersurface H de
degre´ δ ne contenant pas Z telle que Ordφ(H) > c
−1 deg(Y ).δdim(Y ) . La condition
ordφ(H) > T s’exprime au travers de [T ]+1 e´quations line´aires en les coefficients d’une
e´quation de H , il s’agit donc simplement de re´soudre un syste`me line´aire en Hg(Y ; δ)
inconnues et ≤ 2c−1 deg(Y ).δdim(Y ) e´quations ce qui est loisible graˆce a` l’hypothe`se
Hg(Y ; δ) > 2c
−1 deg(Y ).δdim(Y ) . Deux cas se pre´sentent alors :
• maxα∈Y (C)Ordz(α∧φ) > c
−1 deg(Y ).δdim(Y ) : dans ce cas on ve´rifie Y = Z car
Ordφ(Y ) ≥ max
α∈Y (C)
Ordz(α ∧ φ) > c
−1 deg(Y )δdim(Y ) ,
et Z ⊂ Y est de dimension maximale satisfaisant cette ine´galite´. D’apre`s les
the´ore`mes de Be´zout (voir [17], chap. 3, prop 4.11, avec h(Y ) = h(H) = ν = 0 )
on a deg(Y ·H) ≤ deg(Y ).δ ≤ δcodim(Y ·H) et
Ordφ(Y ·H) ≥ min (Ordφ(Y ); Ordφ(H))
> c−1 deg(Y ).δdim(Y ) ≥ c−1 deg(Y ·H).δdim(Y ·H) ,
d’ou` re´sulte qu’une au moins des composantes isole´es Z ′ de Y · H ⊂ Y , de
dimension dim(Y ) − 1 ≥ d , satisfait Ordφ(Z
′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) . De plus,
Hg(Z
′; δ) ≤ Hg(Y ·H; δ) < Hg(Y ; δ) (car H est de degre´ δ et ne contient pas
Y ) et deg(Z ′) ≤ deg(Y ).δ = deg(Y ).δdim(Y )−dim(Z
′) .
• maxα∈Y (C)Ordz(α ∧ φ) ≤ c
−1 deg(Y ).δdim(Y ) : comme Z ⊂ Y ceci entraˆıne
maxα∈Z(C)Ordz(α∧φ) ≤ c
−1 deg(Y ).δdim(Y ) . A` nouveau les the´ore`mes de Be´zout
(voir [17], chap. 3, prop 4.11, avec h(Z) = h(H) = ν = 0 ) montrent deg(Z ·H) ≤
deg(Z).δ ≤ δcodim(Z·H) et
Ordφ(Z ·H) ≥ Ordφ(Z) > c
−1 deg(Z).δdim(Z) ≥ c−1 deg(Z ·H).δdim(Z·H) ,
d’ou` re´sulte qu’une au moins des composantes isole´es Z ′ de Z · H ⊂ Y , de
dimension dim(Z) − 1 ≥ d , satisfait Ordφ(Z
′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) . De plus,
Hg(Z
′; δ) ≤ Hg(Z · H; δ) < Hg(Z; δ) = Hg(Y ; δ) (car H est de degre´ δ et ne
contient pas Z ) et deg(Z ′) ≤ deg(Z).δ = deg(Z).δdim(Z)−dim(Z
′) .
Si Hg(Z; δ) < Hg(Y ; δ) on pose Z
′ = Z et dans tous les cas on a montre´
l’existence de Z ′ de dimension ≥ d contenue dans Y , satisfaisant Hg(Z
′; δ) <
Hg(Y ; δ) , deg(Z
′) ≤ deg(Z).δdim(Z)−dim(Z
′) et Ordφ(Z
′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) .
Concluons cette section par une scolie.
Scolie 5 – Soit V et H un ensemble alge´brique ferme´ et une hypersurface dans Pn
respectivement, si V 6⊂ H toute composante isole´e Y de V ∩H est composante isole´e
de Y ′ ∩H pour toutes les composantes Y ′ de V contenant Y .
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De´monstration – En effet, pour toute composante Y ′ de V les composantes de Y ′∩H
sont contenues dans V ∩H et donc dans au moins une composante isole´e de V ∩H .
Si pour une composante Y ′ de V contenant Y il existe une composante de Y ′ ∩H
contenant strictement Y , alors Y est strictement contenue dans une composante isole´e
de V ∩H et ne peut eˆtre isole´e dans cette dernie`re intersection.
§ 4. Preuve du the´ore`me 1 et de ses corollaires
On veut maintenant montrer qu’il existe une varie´te´ X de dimension d ≥ 1
donne´e, contenue dans X0 et telle que Ordφ(X) > c
−1
n deg(X)δ
d et deg(X) ≤
deg(X0)δ
d0−d , raisonnons par l’absurde et montrons la proposition suivante.
Proposition 6 – Soit c ≥ 1 un re´el, δ ∈N∗ et X0 ⊂ Pn de´fini et de dimension d0
sur k , satisfaisant
i) Ordφ(X0) > c
−1 deg(X0)δ
d0 ;
ii) pour toute sous-varie´te´ Y ⊂ X0 incomple`tement de´finie sur k dans X0 par des
formes de degre´ ≤ δ on a : Hg(Y ; δ) > 2c
−1 deg(Y )δdim(Y ) .
Alors, pour tout entier 1 ≤ d ≤ d0 ,
• ou bien il existe Z ⊂ X0 de dimension d satisfaisant deg(Z) ≤ deg(X0)δ
d0−d
et Ordφ(Z) > c
−1 deg(Z)δd ;
• ou bien il existe des hypersurfaces H1, . . . ,Hd0−d de degre´ ≤ δ telles que si on
pose V0 = X0 puis pour i = 1, . . . , d0−d , Vi = V0∩H1∩ . . .∩Hi et Xi l’union
des composantes isole´es de Vi contenant une varie´te´ Z
′ ⊂ X0 de dimension ≥ d
satisfaisant deg(Z ′) ≤ deg(X0)δ
d0−dim(Z
′) et Ordφ(Z
′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) ,
on a Xi non vide, pur de dimension d0 − i et deg(Xi) ≤ deg(X0)δ
i pour
i = 0, . . . , d0 − d .
De´monstration du the´ore`me 1 – On applique la proposition 6 ci-dessus (avec c = cn ),
l’hypothe`se i) vient de celle du the´ore`me 1 et l’hypothe`se ii) re´sulte du lemme 3 (avec
c = cn et δ = δ
′ ≥ 2(n + 1) ) car une varie´te´ incomple`tement de´finie sur k par
des formes de degre´ ≤ δ dans une varie´te´ elle-meˆme de´finie par des formes de degre´
≤ δ , est incomple`tement de´finie dans Pn(k) par des formes de degre´ ≤ δ . Comme
Xd0−d est non vide de dimension d0 − (d0 − d) = d et degre´ ≤ deg(X0)δ
d0−dim(Z) ,
une varie´te´ Z ′ de dimension ≥ d , contenue dans l’une quelconque de ses composantes
est ne´cessairement de dimension d , ce qui montre que la premie`re alternative de la
conclusion de la proposition 6 re´sulte aussi de la seconde. Cette conclusion est celle du
the´ore`me 1 qui se trouve ainsi e´tabli.
De´monstration de la proposition 6 – On de´montre la proposition en supposant la
premie`re alternative de la conclusion non re´alise´e et en construisant les hypersurfaces
Hi par re´currence sur i , le pas i = 0 e´tant banal avec V0 = X0 , graˆce a` l’hypothe`se
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i). Supposons donc construites les hypersurfaces H1, . . . ,Hi pour 0 ≤ i ≤ d0 − d− 1 .
On commence par montrer qu’il existe une varie´te´ Z ′ de dimension ≥ d , contenue
dans Xi et de degre´ ≤ deg(X0)δ
d0−dim(Z
′) , satisfaisant Hg(Z
′; δ) < Hg(Y
′; δ) pour
toute composante Y ′ de Xi .
Soit Y une composante de Xi re´alisant le minimum de Hg(Y ; δ) sur toutes
les composantes de Xi , conside´rons une varie´te´ Z contenue dans Y de dimen-
sion ≥ d maximale et de degre´ ≤ deg(X0)δ
d0−dim(Z) , satisfaisant Ordφ(Z) >
c−1 deg(Z)δdim(Z) . En fait dim(Z) > d d’apre`s l’hypothe`se faite en teˆte de de´mons-
tration et, comme Y (composante isole´e de Vi ) est incomple`tement de´finie dans
X0 par des formes de degre´ ≤ δ , on peut, graˆce a` l’hypothe`se ii), appliquer la




′) , contenue dans Y ⊂ Xi , satisfaisant
Ordφ(Z
′) > c−1 deg(Z ′)δdim(Z
′) et Hg(Z
′; δ) < Hg(Y ; δ) = minY ′ Hg(Y
′; δ) , ou` le
minimum est pris sur toutes les composantes Y ′ de Xi .
Il existe donc (par un lemme d’e´vitement) une hypersurface Hi+1 de degre´ δ
contenant Z ′ et aucune composante de Xi , ce qui entraˆıne imme´diatement que Xi+1
n’est pas vide (au moins une composante isole´e de Vi+1 doit contenir Z
′ ). De plus,
toute composante isole´e Y de Vi+1 est composante isole´e de Y
′ ∩ Hi+1 avec Y
′
composante isole´e de Vi (voir scolie 5). Mais, si Y contient une varie´te´ de dimension
≥ d satisfaisant deg(Z) ≤ deg(X0)δ
d0−dim(Z) et Ordφ(Z) > c
−1 deg(Z)δdim(Z) , il en
est bien e´videmment de meˆme de Y ′ qui est donc composante de Xi . Ainsi, comme par
hypothe`se de re´currence on a Xi pur de dimension d0 − i et deg(Xi) ≤ deg(X0)δ
i ,
il vient dim(Y ) = dim(Y ′) − 1 = d0 − i − 1 , puis que Xi+1 ⊂ Xi ∩ Hi+1 est pur
de dimension d0 − i − 1 et, comme Hi+1 intersecte proprement Xi , on a enfin
deg(Xi+1) ≤ deg(Xi).δ ≤ deg(X0)δ
i+1 , ce qui ache`ve la re´currence et de´montre la
proposition 6.
Remarque – Dans la de´monstration ci-dessus, lorsque X0 = Pn , on peut choisir
successivement les hypersurfaces Hi+1 de degre´ minimal 1 ≤ δi+1 ≤ δ , contenant
une sous-varie´te´ Z telle que Ord(Z) > c−1n deg(Z)δ
dim(Z) et deg(Z) ≤ δcodim(Z) ,
contenue dans Xi et aucune composante de Xi . Ainsi Hi+1 ne contient aucune
composante de Xi−1 , car Xi ⊂ Xi−1 , et on a δi ≤ δi+1 (par la minimalite´ de δi ).
On montre alors par re´currence
(1) deg(Xi+1) ≥ deg(Y ) ≥ (2
ncn)
−(i+1)δ1 . . . δi+1 ≥ (2
ncn)
−(i+1) deg(Xi+1)
pour toute composante Y de Xi+1 . Les premie`re et troisie`me ine´galite´s sont claires
car deg(Y ) ≤ deg(Xi+1) ≤ δi+1 deg(Xi) . Si δi+1 = 1 alors δ1 = . . . = δi = 1 ,
Y = Xi+1 = Vi+1 est une varie´te´ line´aire et la seconde ine´galite´ est e´galement claire.
Sinon δi+1 > 1 et supposons cette seconde ine´galite´ en de´faut pour i+1 mais re´alise´e
pour 0 ≤ i < n − d , on a pour toute composante Y ′ de Xi , par le lemme 3 ( Y
′
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e´tant une composante isole´e de Vi est incomple`tement de´finie sur k dans Pn par des
formes de degre´ ≤ δi+1 ) et l’hypothe`se de re´currence :
Hg(Y ; δi+1 − 1) ≤ deg(Y )δ
n−i−1
i+1 (majoration du lemme 3 applique´ a` Y )
< (2ncn)
−(i+1)δ1 . . . δiδ
n−i
i+1 (ne´gation de la seconde ine´galite´ de (1))
< (2ncn)
−1 deg(Y ′)δn−ii+1 (seconde ine´galite´ de (1) pour Y
′)
< Hg(Y
′; δi+1 − 1) (minoration du lemme 3 applique´ a` Y
′) ,
en contradiction avec le choix minimal de δi+1 . Ceci entraˆıne que, lorsque X0 = Pn ,
le nombre de composantes de Xi est ≤ (2
ncn)
i .
Passons aux preuves des corollaires.
De´monstration du corollaire 2 – On applique le the´ore`me 1 avec d = 1 , soit Y =
Xd0−1 ⊂ X0 la varie´te´ de dimension 1 et degre´ ≤ deg(X0)δ
d0−1 , satisfaisant
Ordφ(Y ) > c
−1 deg(Y )δ , fournie par le the´ore`me 1. Comme Y est de´finie sur k
elle posse`de des points de´finis sur k et ne peut donc eˆtre contenue dans l’hyperplan
d’e´quation φ0X1 = φ1X0 , car
φ1
φ0
/∈ k . L’intersection Z := Y ∩ Z(φ0x1 − φ1x0) est
de´finie et de dimension 0 sur k(z) . Il re´sulte des the´ore`mes de Be´zout (voir [17],
chap. 3, prop 4.11, avec h(Y ) = ν = 0 , Ordφ(H) =∞ et h(H) = h(φ0 : φ1) ) qu’on
a deg(Z) ≤ deg(Y ) , h(Z) ≤ h(φ0 : φ1) deg(Y ) et
Ordφ(Z) ≥ Ordφ(Y ) ≥ c
−1



















de sorte que δ ≥ 2(n+ 1) ,
Ordφ(Z(P )) = ordz(P ◦ φ)− d
◦P. ordz(φ) > bd
◦Pµ ≥ c−1n d
◦Pδn−1




On de´duit du corollaire 2 qu’il existe un cycle Z ⊂ Z(P )(k(z)) de dimension 0 et











h(Z) ≤ h(φ0 : φ1) deg(X0)δ





† Les crochets [⋆] de´signent la partie entie`re d’un e´le´ment ⋆ de R , c’est-a`-dire le plus
grand entier relatif infe´rieur ou e´gal a` ⋆ .
9
Approximations fonctionnelles des courbes des espaces projectifs
et ∑
α∈Z
































































§ 5. Re´gularite´ et plongements mixtes
Afin de ge´ne´raliser les re´sultats des paragraphes ante´rieurs aux sous-varie´te´s des
espaces multiprojectifs nous devons e´tablir une version multihomoge`ne du lemme 3.
C’est ce que nous faisons ici en nous ramenant au cas homoge`ne par des plongements
mixtes. Posons les notations que nous utiliserons pour ce contexte dans ce paragraphe
et le suivant.
Soit n1, . . . , nq ∈N
∗ , on conside`re l’espace multiprojectif P := Pn1 × . . .×Pnq
de dimension n := n1 + . . . + nq et on note A := k[x1, . . . ,xq] son anneau de
coordonne´es sur k , avec xi := (xi,0, . . . , xi,ni) pour i = 1, . . . , q . Soit δ1, . . . , δq ∈







, on conside`re le plongement mixte
σ : P −→ PN






i,j : . . .)αi∈Nni
|αi|=δi
, i=0,...,q
compose´ des plongements de Veronese
υi : Pni −→ P(δi+nini )




i,j : . . .)α∈Nni
|α|=δi
,
pour i = 1, . . . , q , et du plongement de Segre
P(δ1+n1n1 )
× . . .× P(δq+nqnq )
−→ PN
(y1, . . . ,yq) 7−→ (. . . :
∏q
i=1 yi,αi : . . .)
.
Commenc¸ons par le calcul suivant de la re´gularite´ de σ(P ) , qui m’a e´te´ fourni
par M. Chardin.
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Proposition 7 – Soit σ le plongement mixte de´crit ci-dessus, alors la re´gularite´ de
Castelnuovo-Mumford de σ(P ) ⊂ PN est e´gale a`
†








De´monstration – Pour i = 1, . . . , q notons Ai = k[xi,0, . . . , xi,ni ] l’anneau des
coordonne´es de Pni et A
(δi)
i celui de υi(Pni) . Ainsi A
(δi)
i est la somme directe
des parties de degre´s divisibles par δi de Ai tandis que l’anneau B de σ(P )
est la somme directe des produits tensoriels des parties gradue´es de meˆme degre´ de
A
(δ1)
1 , . . . , A
(δq)
q , note´e B = A
(δ1)
1 ♯ . . . ♯A
(δq)
q . Au niveau des parties gradue´es on a
Bν = (A1)δ1ν ⊗ . . .⊗ (Aq)δqν .
La re´gularite´ de Castelnuovo-Mumford d’un module gradue´ est de´finie comme le
plus grand des nombres e´gaux aux plus petits degre´s en lesquels les parties homoge`nes
de chaque groupe de cohomologie locale du module sont nulles, augmente´ de l’indice
de ce groupe de cohomologie moins 1 , i.e. la re´gularite´ du A-module M est
maxh
(






. Pour calculer la re´gularite´ de X nous devons
donc e´crire les groupes de cohomologie locale de l’anneau B .
Chaque anneau Ai e´tant Cohen-Macaulay ses groupes de cohomologie locale
d’indice distinct de ni + 1 sont nuls, il en est donc de meˆme pour A
(δi)
i . Comme










i ) ≃ 0 , en ite´rant le the´ore`me 4.1.5





















i ) si hi > 1
.








M1(h1)ν ⊗ . . .⊗Mq(hq)ν .




de`s que δiν > −ni − 1 (la re´gularite´ de Ai est 0 ) tandis que Mi(1)ν = (Ai)δiν =
0 lorsque ν < 0 . Ceci entraˆıne Hh
m
(B) = 0 pour tout h 6= n + 1 et, de
plus, Hn+1
m




. On ve´rifie e´galement que











(Ai)δiν 6= 0 car
Hni+1
mi
(Ai)ν′ 6= 0 pour tout ν
′ ≤ −ni − 1 et i = 1, . . . , q .
† Les crochets [⋆] de´signent la partie entie`re d’un e´le´ment ⋆ de R , c’est-a`-dire le plus
grand entier relatif infe´rieur ou e´gal a` ⋆ .
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En revenant a` la de´finition de la re´gularite´ indique´e plus haut on obtient le re´sultat
annonce´.
Remarque – Lorsque δi > ni pour i = 1, . . . , q la re´gularite´ de σ(P ) est e´gale a` n ,
tandis que pour δ1 = . . . = δq = 1 elle est e´gale a` n−max(n1; . . . ;nq) . Dans les autres
cas elle prend une valeur interme´diaire.
Soit X une sous-varie´te´ projective de P (k) et δ = (δ1, . . . , δq) ∈ (N
∗)q , nous
dirons qu’une sous-varie´te´ projective Z de X de´finie sur k est incomple`tement de´finie
sur k dans X par des formes de multidegre´s ≤ δ si Z est composante isole´e du
cycle intersection de X et d’hypersurfaces de degre´s ≤ δ (de´finies sur k ).
On e´tablit maintenant les estimations de fonctions de Hilbert utiles.
The´ore`me 8 – Soit X ⊂ P une varie´te´ incomple`tement de´finie sur k dans P par
des e´quations de multidegre´ ≤ (δ1, . . . , δq) , alors
Hg(σ(X);n+ 1) ≥ deg(σ(X))(dim(X) + 1) ,
Hg(σ(X); 1) ≤ deg(σ(X)) + dim(X) .
De´monstration – Rappelons les notions de (m, b)-re´gularite´ et (m, b)-perfection intro-
duites dans [4], de´finition 1. La varie´te´ σ(X) est de´finie dans σ(P ) par des e´quations
line´aires et, comme σ(P ) est (n, (1))-parfait d’apre`s la proposition 7, il re´sulte de la
proposition 1 de [4] que σ(X) est composante d’un sche´ma e´quidimensionnel (de´coupe´
dans σ(P ) par n − dim(X) formes line´aires s’annulant sur σ(X) , assez ge´ne´rales)
dont l’anneau est (n, b)-parfait (pour un certain ide´al b ⊂ k[x0, . . . , xN ] ). On applique
alors la proposition 4 de loc. cit. en degre´ n+ 1 , qui donne






Pour la seconde ine´galite´, un the´ore`me de ge´ome´trie classique, voir [17], chap. 9,
lem. 1.1, montre directement le re´sultat.
Si X est une sous-varie´te´ projective de P (k) (i.e. un ensemble alge´brique re´duit











· δα11 . . . δ
αq
q
sa forme multidegre´, ou` dα(X) de´signe le multidegre´ d’indice α de X . On a
dα(X) = 0 de`s que αi > dim(πi(X)) pour 1 ≤ i ≤ q , avec πi la projection de P
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sur son i-e`me facteur Pni . Si X est de dimension 1 , pour εi := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
(le 1 e´tant en i-e`me position), dεi(X) est le produit du degre´ de la projection de X
sur le i-e`me facteur par le degre´ de la fibre ge´ne´rique de cette projection. Si X = Z(P )







n1 . . . ni − 1 . . . nq
)
.δn11 . . . δ
ni−1
i . . . δ
nq
q .
On notera encore Hg(X; δ) la valeur en δ = (δ1, . . . , δq) ∈ N
q de la fonction
de Hilbert (ge´ome´trique) de X , i.e. la dimension sur k de l’espace des formes a`
coefficients dans k , multihomoge`nes de multidegre´ δ par rapport aux groupes de
variables (x1, . . . ,xq) .
Corollaire 9 – Soit X ⊂ P une varie´te´ de dimension d , de´finie sur k . Pour δ ∈N q
on note 0 = ε0 < ε1 ≤ . . . ≤ εn−d < εn−d+1 =∞ la suite des re´els minimaux telle que
X soit ge´ne´riquement intersection comple`te d’hypersurfaces de P de´finies sur k par
des formes de multidegre´ ε1δ, . . . , εn−dδ respectivement. Alors, si toutes les coordonne´es
de δ sont ≥ 2(n+ 1)n−d+2 on a










· deg(X; δ) .
En particulier, si X est incomple`tement de´finie sur k dans P par des formes
de multidegre´ ≤ δ on a
(d+ 1)2−n(n+ 1)−n(n−d+2) · deg(X; δ) ≤ Hg(X; δ) ≤ deg(X; δ) + d .
De´monstration – Extrayons de {0, . . . , n− d+1} le plus petit indice, note´ j0 , tel que
(n+1)εj0 > 1 et le plus grand indice, note´ i0 , tel que (n+1)
n−d+2εi0 ≤ 1 . On ve´rifie
qu’il existe i ∈ {i0, . . . , j0− 1} tel que εi+1 > (n+1)εi . En effet, sinon on e´crirait (en
remarquant j0 − i0 ≤ n− d+ 1 )




en contradiction avec le choix de j0 . On fixe i le plus grand indice dans {i0, . . . , j0−1}
tel que εi+1 > (n+ 1)εi . On ve´rifie alors
1
n+ 1
< εj0 ≤ (n+ 1)εj0−1 ≤ . . . ≤ (n+ 1)
j0−i−1εi+1 ,
d’ou` εi+1 > (n+ 1)
i−j0 ≥ (n+ 1)−n+d−1 .
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Comme i < j0 on a (n + 1)εiδ ≤ δ et (n + 1)εiδ < εi+1δ , on peut choisir
δ′ ∈ N q de longueur maximale satisfaisant (n + 1)δ′ ≤ δ , (n + 1)δ′ < εi+1δ et
δ′ ≥ εiδ (on notera que εiδ ∈N
q ). On ve´rifie




car les coordonne´es de (n+ 1)−1min(1; εi+1)δ sont toutes ≥ 2 .
On conside`re l’union Y des composantes, contenant X , du sche´ma de´fini par
l’ide´al engendre´ par toutes les formes de multidegre´ < εi+1δ qui s’annulent sur X .
Comme εi < εi+1 et qu’il n’existe pas d’intersection comple`te au point ge´ne´rique de
X de formes de multidegre´ < εi+1δ de dimension < n−i contenant X , on en de´duit
que dim(Y ) = n − i et que Y est incomple`tement de´finie sur k dans P par des
formes de multidegre´ ≤ εiδ ≤ δ
′ . On peut donc appliquer le the´ore`me 8 a` Y avec
le multidegre´ δ′ et on ve´rifie (en notant que Hg(σ(Y );n + 1) = Hg(Y ; (n + 1)δ
′) et
deg(σ(Y )) = deg(Y ; δ′) )
(3) Hg(X; δ) ≥ Hg(X; (n+ 1)δ
′) = Hg(Y ; (n+ 1)δ
′) ≥ (d+ 1) deg(Y ; δ′) ,
car (n + 1)δ′ ≤ δ et (n + 1)δ′ < εi+1δ pour la premie`re ine´galite´ et l’e´galite´
respectivement. Mais, X est une composante d’une intersection de Y par des
hypersurfaces de multidegre´ εi+1δ, . . . , εn−dδ et on a donc, d’apre`s le the´ore`me de
Be´zout multihomoge`ne et avec la minoration (2) de δ′ (soit δ ≤ 2(n+ 1)j0−i+1δ′ ),
deg(X; δ) ≤ εi+1 · · · εn−d · deg(Y ; δ)
≤ 2n−i(n+ 1)(n−i)(j0−i+1) ·
n−d∏
j=i+1















· deg(Y ; δ′) .
Le premier re´sultat suit en combinant cette majoration avec (3). Pour la minoration
du second il suffit de remarquer que si X est incomple`tement de´finie dans P par des
formes de degre´ ≤ δ alors tous les εj sont ≤ 1 et la majoration re´sulte directement
du the´ore`me 8.
§ 6. Le cas multiprojectif
On reprend notre corps k , commutatif et alge´briquement clos, z une variable
sur k , C := k((z)) et on note C la cloˆture alge´brique de C . On e´tend les notations
du § 2 au cas des produits d’espaces projectifs.
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Soit n1, . . . , nq ∈N
∗ , on reprend l’espace multiprojectif P := Pn1× . . .×Pnq de
dimension n = n1+ . . .+nq et on note A = k[x1, . . . ,xq] son anneau de coordonne´es
sur k , avec xi = (xi,0, . . . , xi,ni) pour i = 1, . . . , q .
Soit X ⊂ P une varie´te´ de´finie sur k de dimension d , δ = (δ1, . . . , δq) ∈ (N
∗)q
et fX ∈ k[u
(1), . . . ,u(d+1)] une forme e´liminante d’indice (δ, . . . , δ) ∈ ((N∗)q)d+1





et on a, avec les notations introduites au paragraphe pre´ce´dent
avant le corollaire 9, deg(X; δ) = d◦fX/(d+ 1) ∈N
∗ .
Soit φi := (φi,0, . . . , φi,ni) ∈ Pni(C) et Φ := (φ1, . . . , φq) ∈ P (C) . On pose
OrdΦ(X) := ordz(dΦfX)− (d+ 1)
q∑
i=1
δi ord0(φi) · deg(X; δ)
ou` dΦ : A[u











i,ℓ,k = 0 pour tous i, j, k, ℓ , voir
[17], chap. 5). On ve´rifie que cette de´finition ne de´pend pas du choix de l’indice δ
fixe´ (car aucune composante de δ n’est nulle), en reprenant la de´monstration de
la proposition 3 du chapitre 7 de [17]. En particulier, si X est une courbe dans
P (k) on a OrdΦ(X) =
∑
αmin1≤i≤q Ordz(αi ∧ φi) ou` la somme porte sur les points
α = (α1, . . . , αq) ∈ X ∩ Z(dΦU1) de´finis sur C(s) . Tandis que si X = Z(P ) est une





P · ordz(φi) .
Si α ∈ P (k(z)) et α1, . . . , αD sont ses conjugue´s sur k(z) on de´finit




ordzu(fZ) ou` fZ de´signe une forme e´liminante d’indice δ ∈ (N
∗)q de
Z et zu = z − υ si u = (1 : υ) et zu = 1/z si u = (0 : 1) . On a encore
h(Z; δ) =
∑q
i=1 δih(πi(Z)) ou` πi : P → Pni de´signe la projection sur le i-e`me facteur
de P et OrdΦ(Z) =
∑
α∈Z min1≤i≤q(Ordz(πi(α) ∧ πi(φ))) .
The´ore`me 10 – Avec les notations ci-dessus, on note cP := 2
n+1(n + 1)n(n+2) . On
se donne une varie´te´ X0 de dimension d0 , de´finie sur k dans P par des formes de




P deg(X0; δ) .
Alors, pour i = 0, . . . , d0 − 1 il existe une varie´te´ Xi ⊂ X0 de dimension d0 − i et
de´finie sur k , satisfaisant deg(Xi; δ) ≤ deg(X0; δ) ≤ δ
n1





P deg(Xi; δ) .
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De´monstration – On conside`re le plongement mixte introduit au § 5
σ : P −→ Pn






i,j : . . .)αi∈Nni
|αi|=δi
, i=0,...,q
pour se ramener au the´ore`me 1. D’apre`s le corollaire 9 on a Hg(σ(Y ); 1) = Hg(Y ; δ) ≥
2c−1P deg(Y ; δ) = 2c
−1
P deg(σ(Y )) pour toute varie´te´ Y ⊂ X0 incomple`tement de´finie
sur k dans X0 (donc dans P ) par des formes de degre´ ≤ δ . De plus,
Ordσ(Φ)(σ(X0)) = OrdΦ(X0) > c
−1
P deg(X0; δ) = c
−1
P deg(σ(X0))
(car fσ(X0) = fX0 ). On ve´rifie donc que σ(X0) satisfait les hypothe`ses i) et ii) de la
proposition 6. Celle-ci (avec δ = 1 et c = cP ) entraˆıne (comme dans la de´monstration
du the´ore`me 1, voir § 4) l’existence pour tout i = 0, . . . , d0 − 1 d’une varie´te´ Z
de dimension d0 − i , contenue dans σ(X0) et satisfaisant deg(Z) ≤ deg(σ(X0))
et Ordσ(Φ)(Z) > c
−1
P deg(Z) . En particulier, cette varie´te´ s’e´crit Z = σ(Xi) avec
Xi ⊂ X0 et Xi satisfait deg(Xi; δ) = deg(Z) ≤ deg(σ(X0)) = deg(X0; δ) et
OrdΦ(Xi) = Ordσ(Φ)(Z) > c
−1
P deg(Z) = c
−1
P deg(Xi; δ) .
On applique cela a` P˜ := P1 × P avec Φ˜ := ((1 : z),Φ) et le multidegre´ (η, δ)
avec min(δ1; . . . ; δq) ≥ cP˜ := 2(n+2)
n+2 . Soit X˜0 ⊂ P˜ une varie´te´ de dimension d0+1
satisfaisant OrdΦ˜(X˜0) > c
−1
P˜
deg(X˜0; (η, δ)) . On de´duit du the´ore`me 10 l’existence de
varie´te´s X˜i ⊂ P˜ (k) , i = 1, . . . , d0 , de dimension d0 + 1 − i et de´finies sur k ,
satisfaisant





deg(X˜i; (η, δ)) .
On intersecte X˜d0 , qui est de dimension 1 , avec l’hyperplan H := {x0z−x1 = 0}×P ,
on ne peut avoir X˜d0 ⊂ H car X˜d0 est de´finie sur k . De plus, si X˜d0 est de la forme
{u} × Y pour une certaine courbe Y ⊂ P (k) et u ∈ P1(k) , alors on ve´rifie
c−1
P˜
deg(Y ; δ) = c−1
P˜
deg(X˜d0 ; (η, δ)) < OrdΦ˜(X˜d0) ≤ Ord(1:z)({u}) deg(Y ;1) .
Ainsi, X˜d0 n’est pas de la forme {u} × Y avec Y ⊂ P (k) et u ∈ P1(k) , et donc le

















(h(Z; δ) + η deg(Z)) .
On a ainsi e´tablit le corollaire suivant :
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Corollaire 11 – Sous les hypothe`ses du the´ore`me 10 soit η ∈ N∗ , δ ∈ (N∗)q tel
que min(δ1; . . . ; δq) ≥ cP1×P , on suppose que X˜0 ⊂ P1 × P est de´finie sur k dans




deg(X˜0; (η, δ)) .
Alors, il existe un cycle Z ⊂ X˜0 de dimension 0 et de´fini sur k(z) tel que




(Ord0(αi ∧ φi)) > c
−1
P1×P
(h(Z; δ) + η deg(Z)) .
En particulier, si X˜0 est de codimension 1 le corollaire 11 permet d’e´tablir :
Lemme de transfert multiprojectif – Soit b ≥ 2n−1 , µ, µ1, . . . , µq ≥ 1 et
Φ ∈ P (C) , si une forme P ∈ A[z] satisfait d◦zP, d
◦
x1






z(P ) > b(d
◦
zP )
µ · (d◦x1P )
µ1n1 . . . (d◦xqP )
µqnq ,
alors il existe un cycle Z ⊂ Pn(k(z)) de dimension 0 et de´fini sur k(z) , contenu














































De´monstration – Posons b1 := cP˜
n1!...nq !





























n , i = 1, . . . , q .











P )µini et l’hypothe`se faite sur
P montre que la condition du corollaire 11 : OrdΦ(X˜0) > c
−1
P˜
deg(X˜0; (η, δ)) , est
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satisfaite, car le membre de gauche est pre´cise´ment OrdΦ(X˜0) . Le corollaire nous
fournit donc un cycle Z ⊂ P (k) de dimension 0 , de´fini sur k(z) , contenu dans








































































et enfin la minoration voulue en combinant avec (5).
Remarque – Dans la de´monstration ci-dessus nous avons choisi les parame`tres η ,





P, . . . , d◦xqP
respectivement. D’autres choix sont envisageables qui conduisent a` des conclusions
diffe´rentes du lemme de transfert.
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